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1 Ââåäåíèå

Íà÷àëî ðàáîò â îáëàñòè êâàíòîâûõ âû÷èñëåíèé ñâÿçûâàåòñÿ ñî ñòàòüåé [6], îïóáëèêîâàííîé
Ðè÷àðäîì Ôåéíìàíîì â 1982 ãîäó è ïîñâÿùåííîé êîìïüþòåðíîìó ìîäåëèðîâàíèþ êâàíòîâî-
ìåõàíè÷åñêèõ ïðîöåññîâ íà âû÷èñëèòåëüíûõ ìàøèíàõ. Îí çàìåòèë, ÷òî ñ ðîñòîì ðàçìåðíîñòè
ôèçè÷åñêîé çàäà÷è ïðîñòðàíñòâî ñîñòîÿíèé âîçðàñòàåò ýêñïîíåíöèàëüíî, ïîýòîìó ýôôåêòèâ-
íîå ìîäåëèðîâàíèå ìíîãî÷àñòè÷íîé êâàíòîâîé ìåõàíèêè íà êëàññè÷åñêîì êîìïüþòåðå íåâîç-
ìîæíî. Èñõîäÿ èç ýòîãî, Ôåéíìàí âûäâèíóë èäåþ �êâàíòîâîãî êîìïüþòåðà� � êîìïüþòåðà,
èñïîëüçóþùåãî â ñâîåé îñíîâå êâàíòîâûå ýôôåêòû, òàêèå, êàê ñóïåðïîçèöèÿ è, ãëàâíîå, çà-
ïóòàííîñòü. Ñ ýòîé ðàáîòû íà÷àëèñü ñîâðåìåííûå èññëåäîâàíèÿ ïðîáëåìû èñïîëüçîâàíèÿ
êâàíòîâî ìåõàíè÷åñêèõ ýôôåêòîâ ïðè ðåøåíèè çàäà÷, òðåáóþùèõ áîëüøèõ âû÷èñëèòåëüíûõ
ðåñóðñîâ.

Âïåðâûå ôîðìàëüíàÿ ìîäåëü óíèâåðñàëüíîãî êâàíòîâîãî êîìïüþòåðà (êâàíòîâàÿ ìàøèíà
Òüþðèíãà) áûëà ïðåäëîæåíà Ï. Áåíèîôôîì ãîäó è ðàçâèòà Ä. Äîé÷åì [4]. Áîëåå íàãëÿäíàÿ
ìîäåëü êâàíòîâûõ âû÷èñëåíèé (ýêâèâàëåíòíàÿ êâàíòîâîé ìàøèíå Òüþðèíãà) � êâàíòîâûå
ñõåìû, áûëà ïðåäëîæåíà Ä. Äîé÷åì [5].

Îòìåòèì, ÷òî êâàíòîâûå ìîäåëè âû÷èñëåíèé íå íàðóøàþò òåçèñ Òüþðèíãà-×åð÷à, ò.ê. ìî-
ãóò áûòü ïðîìîäåëèðîâàíû íà äåòåðìèíèðîâàííûõ àíàëîãàõ. Ðàçëè÷èå ìåæäó êëàññè÷åñêèìè
è êâàíòîâûìè ìîäåëÿìè ïðîÿâëÿþòñÿ ëèøü â ýôôåêòèâíîñòè âû÷èñëåíèé.

Â ÷åì æå ïðåèìóùåñòâà êâàíòîâûõ âû÷èñëåíèé è êàêèå ó íèõ ñëàáîñòè?
Íàèáîëüøèå íàäåæäû âîçëàãàþòñÿ íà êâàíòîâûé ïàðàëëåëèçì � âîçìîæíîñòü êâàíòî-

âîãî ðåãèñòðà íàõîäèòüñÿ îäíîâðåìåííî âî âñåõ ñâîèõ ñîñòîÿíèÿõ. Òàê, åñëè êëàññè÷åñêèé
n-áèòíûé ðåãèñòð íàõîäèòñÿ ðîâíî â îäíîì èç ñâîèõ ñîñòîÿíèé, òî n-áèòíûé êâàíòîâûé ðå-
ãèñòð ñðàçó âî âñåõ 2n áàçèñíûõ ñîñòîÿíèÿõ. Ñ îäíîé ñòîðîíû, ýòî ïîçâîëÿåò ïðîèçâîäèòü
âû÷èñëåíèÿ ñðàçó íà ìíîæåñòâå íàáîðîâ, â òîì ÷èñëå íà âñåõ íàáîðàõ ñðàçó. Îäíàêî íåïî-
ñðåäñòâåííîå ïðèìåíåíèå ýòîãî ïðèåìà íè÷åãî íå äàåò, ïîñêîëüêó äîñòîâåðíî èçâëå÷ü íóæíûé
îòâåò íå óäàñòñÿ. Ïîòðåáóåòñÿ ïðåîáðàçîâàíèå ñîñòîÿíèÿ òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû íóæíûé îòâåò
ïîëó÷èë áû áîëüøóþ àìïëèòóäó, à çíà÷èò ïðîÿâèëñÿ ïðè èçìåðåíèè ñ áîëüøîé âåðîÿòíîñòüþ.
Â ðåøåíèè óêàçàííîé ïðîáëåìû ìîæåò ïîìî÷ü äðóãàÿ îñîáåííîñòü êâàíòîâûõ âû÷èñëèòåëåé �
íàëè÷èå èíòåðôåðåíöèè ìåæäó ñîñòîÿíèÿìè, âîçíèêàþùåé èç-çà òîãî, ÷òî íîâûå àìïëèòóäû
áàçèñíûõ ñîñòîÿíèé îêàçûâàþòñÿ ëèíåéíûìè êîìáèíàöèÿìè ñòàðûõ àìïëèòóä. Ýòî ïîçâîëÿåò
ñòðîèòü àëãîðèòìû òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû íåâåðíûå ðåøåíèÿ èñ÷åçàëè çà ñ÷åò äåñòðóêòèâíîé
èíòåðôåðåíöèè (óìåíüøàþùåé àìïëèòóäó), â òî âðåìÿ êàê æåëàåìûå ñîñòîÿíèÿ óñèëèâàëèñü
ïðè êîíñòðóêòèâíîé èíòåðôåðåíöèè (óâåëè÷èâàþùåé àìïëèòóäó).

Âàæíîé îñîáåííîñòüþ òàêæå ÿâëÿåòñÿ âîçìîæíîñòü ñîçäàâàòü çàïóòàííûå ñîñòîÿíèÿ
(entangled states) ñîâîêóïíîñòè êóáèò, êîãäà íåâîçìîæíî ïðèïèñàòü îïðåäåëåííîå ñîñòîÿíèå
êàæäîìó èç íèõ. Çàïóòàííûå ñîñòîÿíèÿ ìîæíî çàäàòü ýêñïîíåíöèàëüíûì ÷èñëîì êîìïëåêñ-
íîçíà÷íûõ àìïëèòóä, à äëÿ íå çàïóòàííîãî ñîñòîÿíèÿ äîñòàòî÷íî èõ ëèíåéíîãî ÷èñëà. Ïðè
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ýòîì êâàíòîâàÿ çàïóòàííîñòü ÿâëÿåòñÿ íåîáõîäèìûì óñëîâèåì äëÿ ýêñïîíåíöèàëüíîãî óñêî-
ðåíèÿ â êâàíòîâûõ âû÷èñëåíèÿõ. Äæîçñà è Ëèíäåí ïîêàçàëè [7], ÷òî åñëè ìàêñèìàëüíûé ðàíã
Øìèäòà (äèñêðåòíàÿ ìåðà äâóõ÷àñòè÷íîé çàïóòàííîñòè) ïðè êâàíòîâûõ âû÷èñëåíèÿõ ÿâëÿ-
åòñÿ êîíñòàíòîé (íå çàâèñèò îò ÷èñëà êóáèò), òî òàêîå âû÷èñëåíèå ìîæíî çà ïîëèíîìèàëüíîå
âðåìÿ ñìîäåëèðîâàòü íà êâàíòîâîì êîìïüþòåðå. Áîëåå ñèëüíûé ðåçóëüòàò áûë ïîëó÷åí Âèäà-
ëîì [11]. Ðåçóëüòàò ñîñòîèò â òîì, ÷òî ýôôåêòèâíîå (çà ïîëèíîìèàëüíîå âðåìÿ) êëàññè÷åñêîå
ìîäåëèðîâàíèå âîçìîæíî, äàæå åñëè ìàêñèìàëüíîå ÷èñëî Øìèäòà ïîëèíîìèàëüíî çàâèñèò
îò ÷èñëà êóáèò.

Ñëàáîñòè êâàíòîâûõ âû÷èñëåíèé ÿâëÿþòñÿ ïðîäîëæåíèåì èõ ñèëüíûõ ñòîðîí. Òàê, êâàí-
òîâûå âû÷èñëåíèÿ ïðîèñõîäÿò â �÷åðíîì ÿùèêå�, à îòâåò ìîæíî ïîëó÷èòü ëèøü â ðåçóëüòàòå
èçìåðåíèÿ, êîòîðîå ÿâëÿåòñÿ âåðîÿòíîñòíûì ïðîöåññîì è ïðèâîäèò ê áåçâîçâðàòíîé ïîòåðå
èíôîðìàöèè îá àìïëèòóäàõ ïîëó÷åííûõ áàçèñíûõ ñîñòîÿíèé (îá èõ âåëè÷èíå ìîæíî ñóäèòü
ëèøü ïî ñòàòèñòèêå ìíîãîêðàòíûõ ýêñïåðèìåíòîâ). Êðîìå òîãî, â êëàññè÷åñêèõ àëãîðèòìàõ
ìîæíî ïðåðâàòü âû÷èñëåíèÿ, åñëè îòâåò óæå ïîëó÷åí. Êâàíòîâûå æå àëãîðèòìû âñåãäà âû-
ïîëíÿþòñÿ äî êîíöà (â ìîäåëè ñ åäèíñòâåííûì ôèíàëüíûì èçìåðåíèåì), ÷òî òàêæå òðåáóåò
ñïåöèàëüíîé èõ îðãàíèçàöèè. Ïîýòîìó ðàçðàáîòêà êâàíòîâûõ àëãîðèòìîâ òðåáóåò îñîáîé èí-
òóèöèè � êëàññè÷åñêèå ïîäõîäû ñðàáàòûâàþò äàëåêî íå âñåãäà.

Åùå îäíà îñîáåííîñòü êâàíòîâûõ âû÷èñëåíèé � îáðàòèìîñòü èñïîëüçóåìûõ ïðåîáðàçîâà-
íèé � íå ïðåäñòàâëÿåò ïðîáëåìû, åñëè íåò îãðàíè÷åíèé íà ðàçìåð êâàíòîâîãî ðåãèñòðà. Îä-
íàêî ïðè äîâîëüíî óìåðåííûõ îãðàíè÷åíèÿõ (ïîðÿäêà O(log n) êóáèò, ãäå n � äëèíà âõîäíîãî
íàáîðà) âû÷èñëåíèå ìíîãèõ ôóíêöèé îêàçûâàåòñÿ çàòðóäíåíî, à ñîîòâåòñòâóþùèå çàäà÷è â
òàêèõ ìîäåëÿõ ñ îãðàíè÷åíèÿìè ìîãóò èìåòü ýêñïîíåíöèàëüíóþ ñëîæíîñòü [9].

Îòìåòèì òàêæå, ÷òî ìíîãî÷àñòè÷íàÿ çàïóòàííîñòü, áóäó÷è íåîáõîäèìûì óñëîâèåì êâàíòî-
âîãî óñêîðåíèÿ, ÿâëÿåòñÿ è ãëàâíûì îñòàíàâëèâàþùèì ôàêòîðîì íà ïóòè ê ñîçäàíèþ êâàí-
òîâîãî êîìïüþòåðà. Äëÿ ýôôåêòèâíûõ âû÷èñëåíèé íåîáõîäèìî íå òîëüêî óïðàâëÿòü, íî è
ñîõðàíÿòü êâàíòîâóþ çàïóòàííîñòü, ÷åìó ìåøàåò ïðîöåññ äåêîãåðåíòíîñòè. Â ñîâðåìåííîé
òðàêòîâêå äåêîãåðåíòíîñòü � ðàçðóøåíèå êâàíòîâîãî ñîñòîÿíèÿ (è, ãëàâíîå, åãî çàïóòàííî-
ñòè) ïîä äåéñòâèåì âíåøíåé ñðåäû.

2 Ìàòåìàòè÷åñêèé àïïàðàò êâàíòîâûõ âû÷èñëåíèé � Ëè-

íåéíàÿ àëãåáðà

Êâàíòîâûå âû÷èñëåíèÿ îñíîâûâàþòñÿ íà òîì, ÷òî íîñèòåëÿìè èíôîðìàöèè ÿâëÿþòñÿ êâàíòîâî-
ìåõàíè÷åñêèå ñèñòåìû èç ìèêðîìèðà, à, ñëåäîâàòåëüíî, èõ ñîñòîÿíèÿ è ïðåîáðàçîâàíèÿ îïè-
ñûâàþòñÿ ïîñòóëàòàìè êâàíòîâîé ìåõàíèêè. Ïðèâåäåì íåîáõîäèìûå îáîçíà÷åíèÿ è ñâåäåíèÿ
èç êíèãè [8].

Ïóñòü Hd � d-ìåðíîå ãèëüáåðòîâî ïðîñòðàíñòâî (êîìïëåêñíîå ëèíåéíîå âåêòîðíîå ïðî-
ñòðàíñòâî ñ îïðåäåëåííûì â íåì ñêàëÿðíûì ïðîèçâåäåíèåì). Äëÿ îáîçíà÷åíèÿ ýëåìåíòîâ
ïðîñòðàíñòâà Hd ïðèíÿòî èñïîëüçîâàòü �bra-ket� íîòàöèþ Äèðàêà: |ψ〉 è 〈ψ| äëÿ âåêòîðà-
ñòîëáöà è âåêòîðà-ñòðîêè, ñîîòâåòñòâåííî. Òàêæå áóäåì èñïîëüçîâàòü 〈ψ1 |ψ2〉 äëÿ ñêàëÿðíîãî
ïðîèçâåäåíèÿ.

Òåíçîðíîå ïðîèçâåäåíèå. Ââåäåì îáîçíà÷åíèå A ⊗ B � òåíçîðíîå (ïðàâîå êðîíåêåðîâî)
ïðîèçâåäåíèå ìàòðèö A,B.

2



Äëÿ A =

 a11 · · · a1n
...

. . .
...

am1 · · · amn

 è B =

 b11 · · · b1k
...

. . .
...

bl1 · · · blk


A⊗B =

 a11B · · · a1nB
...

. . .
...

am1B · · · amnB


Äëÿ âåêòîðîâ |a1〉 , . . . , |aq〉 ∈ H2 áóäåì òàêæå èñïîëüçîâàòü îáîçíà÷åíèÿ

|a1〉 ⊗ · · · ⊗ |aq〉 = |a1 . . . aq〉 ∈ H2q .

Ñòàíäàðòíûé âû÷èñëèòåëüíûé áàçèñ â H2q Â êà÷åñòâå ñòàíäàðòíîãî áàçèñà â H2 ðàñ-
ñìàòðèâàåòñÿ ñëåäóþùèé:

|0〉 =

(
1
0

)
, |1〉 =

(
0
1

)
Äëÿ ïðîñòðàíñòâ Hd áîëüøåé ðàçìåðíîñòè ââîäÿòñÿ äîïîëíèòåëüíûå îáîçíà÷åíèÿ:

|1〉 = |00 . . . 0〉 = (100 . . . 0 . . . 0)T

|2〉 = |00 . . . 1〉 = (010 . . . 0 . . . 0)T

...
|i〉 = |bin(i− 1)〉 = (000 . . . 1 . . . 0)T

...
|d〉 = |11 . . . 1〉 = (000 . . . 0 . . . 1)T .

Çäåñü ó âåêòîðà |i〉 íà i-é ïîçèöèè 1, à âñå îñòàëüíûå êîìïîíåíòû íóëåâûå.
Óêàçàííûå ðàâåíñòâà ëåãêî ïðîâåðèòü. Íàïðèìåð, ðàññìîòðèì âåêòîð-ñòîëáåö, ñîîòâåò-

ñòâóþùèé |010〉 = |3〉:

|10〉 = |1〉 ⊗ |0〉 =

(
0
1

)
⊗
(

1
0

)
=

 0 ·
(

1
0

)
1 ·
(

1
0

)
 =


0
0
1
0



|010〉 = |0〉 ⊗ |10〉 =



1 ·


0
0
1
0


0 ·


0
0
1
0




=



0
0
1
0
0
0
0
0


= |3〉 .

Î÷åâèäíî, ÷òî ñèñòåìà âåêòîðîâ |1〉, |2〉, . . . , |i〉, . . . , |d〉 îáðàçóåò îðòîíîðìèðîâàííûé áà-
çèñ â ïðîñòðàíñòâå Hd. Áóäåì òàêæå îáîçíà÷àòü óêàçàííûå âåêòîðû ÷åðåç |00 . . . 0〉, |00 . . . 1〉,
. . . , |bin(i− 1)〉, . . . , |11 . . . 1〉, ãäå bin(i) � ýòî äâîè÷íîå ïðåäñòàâëåíèå ÷èñëà i. Òàêàÿ ñèñòåìà
âåêòîðîâ íàçûâàåòñÿ ñòàíäàðòíûì âû÷èñëèòåëüíûì áàçèñîì. Â äàëüíåéøåì áóäåì ðàññìàò-
ðèâàòü âû÷èñëåíèÿ òîëüêî â ýòîì áàçèñå.
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Ïðîñòðàíñòâî ñîñòîÿíèé. Ñîãëàñíî ïåðâîìó ïîñòóëàòó, ñ ëþáîé èçîëèðîâàííîé ôèçè÷å-
ñêîé ñèñòåìîé ìîæíî ñâÿçàòü ãèëüáåðòîâî ïðîñòðàíñòâî, íàçûâàåìîå ïðîñòðàíñòâîì ñîñòîÿ-
íèé ñèñòåìû. Ñîñòîÿíèå ñèñòåìû ïîëíîñòüþ îïèñûâàåòñÿ åäèíè÷íûì âåêòîðîì èç ïðîñòðàí-
ñòâà ñîñòîÿíèé, íàçûâàåìûì âåêòîðîì ñîñòîÿíèÿ (èëè, ñîêðàùåííî, ñîñòîÿíèåì).

Êâàíòîâûé áèò (êóáèò) ÿâëÿåòñÿ êëþ÷åâûì ïîíÿòèåì òåîðèè êâàíòîâûõ âû÷èñëåíèé. Îí
ðàññìàòðèâàåòñÿ êàê êâàíòîâî-ìåõàíè÷åñêàÿ ñèñòåìà, ñîñòîÿíèå êîòîðîé îïèñûâàåòñÿ êîì-
ïëåêñíîçíà÷íûì âåêòîðîì äâóìåðíîãî ãèëüáåðòîâà ïðîñòðàíñòâà H2, ò.å.

|ψ〉 = α |0〉+ β |1〉 ,

ãäå âåêòîðû |0〉 è |1〉 îáðàçóþò îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ â H2, à êîìïëåêñíûå ÷èñëà α è
β óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèþ |α|2 + |β|2 = 1. Òàêèì îáðàçîì, â îòëè÷èå îò êëàññè÷åñêîãî áèòà
êóáèò ìîæåò îäíîâðåìåííî íàõîäèòüñÿ â ñóïåðïîçèöèè ñâîèõ áàçèñíûõ ñîñòîÿíèé |0〉 è |1〉 ñ
àìïëèòóäàìè α è β ñîîòâåòñòâåííî.

Êàæäîå ñîñòîÿíèå êóáèòà |ψ〉 = α |0〉+ β |1〉 ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå

|ψ〉 = cos
θ

2
|0〉+ eiφ sin

θ

2
|1〉 ,

ãäå 0 ≤ φ < 2π, 0 ≤ θ ≤ π.
Ïóñòü eiφ θ

2
= x + iy è îáîçíà÷èì z = cos θ

2
. Òîãäà x2 + y2 + z2 = 1, ò.å. êàæäîå ñîñòîÿíèå

êóáèòà ñîîòâåòñòâóåò òî÷êå íà åäèíè÷íîé ñôåðå, çàäàâàåìîé ïîëÿðíûìè êîîðäèíàòàìè θ è φ
è íàçûâàåìîé ñôåðîé Áëîõà.
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Îïèñàííîå ïðåäñòàâëåíèå èëëþñòðèðóåò ñîñòîÿíèå êóáèòà â îáùåì ñëó÷àå. Îäíàêî â ñëó-
÷àå âåùåñòâåííûõ àìïëèòóä óñëîâèå íîðìèðîâêè α2 + β2 = 1 åñòü óðàâíåíèå åäèíè÷íîé
îêðóæíîñòè, è, ñëåäîâàòåëüíî, êóáèò ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåí òî÷êîé íà íåé:
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|ψ〉 

|0〉 

|1〉 

θ 

Òàêèì îáðàçîì, ñîñòîÿíèå êóáèòà â âåùåñòâåííîì ñëó÷àå âûðîæäàåòñÿ â

|ψ〉 = cos θ |0〉+ sin θ |1〉

äëÿ íåêîòîðîãî θ ∈ [0, 2π).

Ñîñòàâíûå ñèñòåìû. Ïðè ðàññìîòðåíèè êâàíòîâîãî ðåãèñòðà (ò.å. ñîâîêóïíîñòè îòäåëü-
íûõ êóáèò), êâàíòîâàÿ ìåõàíèêà ïîñòóëèðóåò, ÷òî ïðîñòðàíñòâî ñîñòîÿíèé òàêîé ñîñòàâíîé
ñèñòåìû áóäåò îïèñûâàòüñÿ òåíçîðíûì ïðîèçâåäåíèåì ïðîñòðàíñòâ ñîñòîÿíèé ïîäñèñòåì. Íà-
ïðèìåð, åñëè n êóáèò íàõîäÿòñÿ â ñîñòîÿíèÿõ |ψ1〉, |ψ2〉, . . . , |ψn〉, òî ñîñòîÿíèå |ψ〉 êâàíòîâîãî
ðåãèñòðà, ñîñòîÿùåãî èç ýòèõ êóáèò, áóäåò âûðàæàòüñÿ ÷åðåç òåíçîðíîå ïðîèçâåäåíèå èõ ñî-
ñòîÿíèé:

|ψ〉 = |ψ1〉 ⊗ |ψ2〉 ⊗ · · · ⊗ |ψn〉 .

Òàêèå ñîñòîÿíèÿ íàçûâàþòñÿ ðàçëîæèìûìè.
Â òî æå âðåìÿ ñóùåñòâóþò òàê íàçûâàåìûå íåðàçëîæèìûå èëè çàïóòàííûå ñîñòîÿíèÿ

êâàíòîâûõ ðåãèñòðîâ, êîòîðûå íå ìîãóò áûòü ïðåäñòàâëåíû òåíçîðíûì ïðîèçâåäåíèåì ñîñòî-
ÿíèé îòäåëüíûõ êóáèò. Òàêèìè ñîñòîÿíèÿìè ÿâëÿþòñÿ, íàïðèìåð, ÝÏÐ-ïàðû èëè ñîñòîÿíèÿ
Áåëëà, èãðàþùèå êëþ÷åâóþ ðîëü â êâàíòîâîé òåëåïîðòàöèè è ñâåðõïëîòíîì êîäèðîâàíèè.

Òàêèì îáðàçîì, ïîñòóëèðóåòñÿ, ÷òî ðåãèñòð èç n êóáèò â îáùåì ñëó÷àå ìîæåò áûòü îïèñàí
åäèíè÷íûì âåêòîðîì èç ïðîñòðàíñòâà H2n :

2n∑
i=1

αi |i〉 , ãäå
2n∑
i=1

|αi|2 = 1.

Òàêèå ëèíåéíûå êîìáèíàöèè ïðèíÿòî íàçûâàòü ñóïåðïîçèöèÿìè áàçèñíûõ ñîñòîÿíèé |i〉 ñ
àìïëèòóäàìè αi.

Èçìåðåíèå. Íà êëàññè÷åñêîì êîìïüþòåðå ñ÷èòûâàíèå çíà÷åíèé ïåðåìåííûõ íå ïðåäñòàâ-
ëÿåò ñëîæíîñòè. Â êâàíòîâûõ ìîäåëÿõ âû÷èñëåíèé ñèòóàöèÿ ñëîæíåå. Êâàíòîâàÿ ñèñòåìà
äîëæíà ôóíêöèîíèðîâàòü èçîëèðîâàííî � ëþáîå âìåøàòåëüñòâî â åå ðàáîòó (â òîì ÷èñëå
ñ÷èòûâàíèå ðåçóëüòàòîâ âû÷èñëåíèÿ) ïðèâîäèò ê èçìåíåíèþ ñîñòîÿíèÿ.

È, õîòÿ êóáèòû è ìîãóò îäíîâðåìåííî íàõîäèòüñÿ â ðàçëè÷íûõ ñîñòîÿíèÿõ, èíôîðìàöèÿ îá
ýòîì äîñòóïíà ëèøü îïîñðåäîâàííî � ïóòåì èçìåðåíèÿ ñîñòîÿíèÿ. Ïðè÷åì ýòî âåðîÿòíîñòíûé
ïðîöåññ, ò.å., èçìåðÿÿ ñóïåðïîçèöèþ (ñîñòîÿíèå ñèñòåìû) |ψ〉 =

∑
i αi |i〉, ìû ïîëó÷èì ëþáîå

èç ñîñòîÿíèé |i〉 ñ âåðîÿòíîñòüþ |αi|2.

5



Ïðè ýòîì ñîñòîÿíèÿ, îòëè÷àþùèåñÿ ëèøü ôàçîâûì ìíîæèòåëåì eiφ ñ÷èòàþòñÿ íåîòëè÷è-
ìûìè, ïîñêîëüêó ïðè èçìåðåíèè |ψ〉 è eiφ |ψ〉 èìåþò îäèíàêîâîå ðàñïðåäåëåíèå âåðîÿòíîñòåé
ïîëó÷åíèÿ áàçèñíûõ ñîñòîÿíèé.

Òàêèì îáðàçîì, èç áåñêîíå÷íîãî îáúåìà èíôîðìàöèè, êîòîðûé ìîæíî ñîõðàíèòü â àì-
ïëèòóäàõ êâàíòîâîãî áèòà, äîñòóïåí ëèøü åäèíñòâåííûé áèò, ñîîòâåòñòâóþùèé áàçèñíîìó
ñîñòîÿíèþ.

Äðóãîé âàðèàíò èçâëå÷åíèÿ áîëüøîãî îáúåìà èíôîðìàöèè èç îäíîãî êóáèòà ñîñòîèò â
ìíîãîêðàòíîì êîïèðîâàíèè ðåçóëüòàòîâ âû÷èñëåíèé è ñòàòèñòè÷åñêîì àíàëèçå ðåçóëüòàòîâ
âû÷èñëåíèé. Îäíàêî è ýòîò âàðèàíò íåâîçìîæåí ââèäó òîãî, ÷òî â îáùåì ñëó÷àå íåëüçÿ
êëîíèðîâàòü íåèçâåñòíîå êâàíòîâîå ñîñòîÿíèå.

Âïðî÷åì, ýòî íå îçíà÷àåò áåñïîëåçíîñòü êâàíòîâûõ ñóïåðïîçèöèé, à ëèøü óêàçûâàåò íà
íåâîçìîæíîñòü èõ êëàññè÷åñêîãî èñïîëüçîâàíèÿ.

Ìû áóäåì èñïîëüçîâàòü âàðèàíò êâàíòîâîãî èçìåðåíèÿ, íàçûâàåìûé ïðîåêòèâíûì èçìå-
ðåíèåì. Äëÿ çàäàíèÿ òàêîãî èçìåðåíèÿ äîñòàòî÷íî ïåðå÷èñëèòü ïîëíûé íàáîð îðòîãîíàëüíûõ
ïðîåêòîðîâ Pm, óäîâëåòâîðÿþùèõ ñîîòíîøåíèÿì

∑
m Pm = I è

PmPm′ =

{
Pm, åñëè m = m′

I, èíà÷å
.

Âåðîÿòíîñòü èñõîäà m â òàêîì ñëó÷àå ìîæíî âûðàçèòü êàê

Pr(m) = ||Pm |ψ〉 ||22 = 〈ψ|P †mPm |ψ〉 ,

à ñîñòîÿíèåì |ψ′〉 ñèñòåìû ïîñëå èçìåðåíèÿ áóäåò

|ψ′〉 =
Pm |ψ〉√
Pr(m)

.

Äèíàìèêà èçìåíåíèÿ. Ñëåäóþùèé ïîñòóëàò ãëàñèò, ÷òî äèíàìèêà èçìåíåíèÿ ñîñòîÿíèÿ
çàìêíóòîé êâàíòîâîé ñèñòåìû îïèñûâàåòñÿ óíèòàðíûìè ïðåîáðàçîâàíèÿìè. Äðóãèìè ñëîâà-
ìè, ñîñòîÿíèå |ψ1〉 ñèñòåìû â ìîìåíò âðåìåíè t1 ñâÿçàíî ñ ñîñòîÿíèåì |ψ2〉 â ìîìåíò âðåìåíè
t2 ñëåäóþùèì îáðàçîì:

|ψ1〉 = U |ψ2〉 ,

ãäå U � ýòî óíèòàðíûé îïåðàòîð.

Óíèòàðíûå îïåðàòîðû. Ìíîæåñòâî óíèòàðíûõ îïåðàòîðîâ êîíòèíóàëüíî, íî èõ ìîæíî
ñêîëü óãîäíî òî÷íî ïðåäñòàâèòü â âèäå ïðîèçâåäåíèÿ óíèòàðíûõ îïåðàöèé èç íåêîòîðîãî
êîíå÷íîãî óíèâåðñàëüíîãî íàáîðà [8].

Òàêîâûì íàáîðîì ÿâëÿåòñÿ, íàïðèìåð, ñîâîêóïíîñòü ñëåäóþùèõ îïåðàòîðîâ:

H = 1√
2

(
1 1
1 −1

)
; S =

(
1 0
0 i

)
; T = π/8 = eiπ/8

(
e−iπ/8 0

0 eiπ/8

)
;

CNOT =


1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 0 1
0 0 1 0

 .
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Èçâåñòíî [8], ÷òî ëþáîå îäíîêóáèòíîå óíèòàðíîå ïðåîáðàçîâàíèå ìîæíî ñ ïðîèçâîëüíîé
òî÷íîñòüþ ε ïðåäñòàâèòü â âèäå ïðîèçâåäåíèÿ O(logc 1/ε) îïåðàòîðîâ H è π/8 (êîíñòàíòà c
ïðèáëèçèòåëüíî ðàâíà 2), à ïðîèçâîëüíîå óíèòàðíîå ïðåîáðàçîâàíèå, äåéñòâóþùåå íà q êóáè-
òàõ ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíî â âèäå ïðîèçâåäåíèÿ O(q24q) îäíîêóáèòíûõ è CNOT îïåðàòî-
ðîâ. Ôàçîâûé îïåðàòîð S âêëþ÷àåòñÿ â ñòàíäàðòíûé íàáîð äëÿ ðåàëèçàöèè êîíòðîëèðóåìûõ
îïåðàòîðîâ è äëÿ îðãàíèçàöèè ïîìåõîóñòîé÷èâûõ âû÷èñëåíèé.

Ñëåäóþùèå óíèòàðíûå îïåðàòîðû íàçûâàþòñÿ îïåðàòîðàìè âðàùåíèÿ, ïîòîìó ÷òî ñîîò-
âåòñòâóþò âðàùåíèÿì íà óãîë θ âîêðóã îñåé x̂, ŷ è ẑ ñôåðû Áëîõà:

Rx̂(θ) =

(
cos θ

2
−i sin θ

2

−i sin θ
2

cos θ
2

)
;

Rŷ(θ) =

(
cos θ

2
− sin θ

2

sin θ
2

cos θ
2

)
;

Rẑ(θ) =

(
e−

iθ
2 0

0 e
iθ
2

)
.

Âîîáùå, ò.ê. ëþáîé óíèòàðíûé îïåðàòîð ñîõðàíÿåò íîðìó âåêòîðà, îí ìîæåò èíòåðïðåòè-
ðîâàòüñÿ íà ñôåðå Áëîõà êàê âðàùåíèå âîêðóã íåêîòîðîé îñè [8]. Çàìåòèì, ÷òî Rn̂(α)·Rn̂(β) =
Rn̂(α + β) äëÿ ëþáîé ôèêñèðîâàííîé îñè n̂.

Êðîìå òîãî, èçâåñòíî, ÷òî ëþáîé óíèòàðíûé îïåðàòîð U ïðåäñòàâèì â âèäå:

U = eiαRẑ(β)Rŷ(γ)Rẑ(δ)

äëÿ íåêîòîðûõ âåùåñòâåííûõ ÷èñåë α, β, γ è δ. Ýòî ñîîòâåòñòâóåò òîìó ôàêòó, ÷òî ëþáîå
âðàùåíèå òî÷êè íà òðåõìåðíîé ñôåðå ìîæíî ñêîíñòðóèðîâàòü èç îðòîãîíàëüíûõ âðàùåíèé.

Çàìåòèì, ÷òî âðàùåíèÿ íà óãîë 2π íå ïðèâîäÿò ê òîæäåñòâåííîìó ïðåîáðàçîâàíèþ � äëÿ
ýòîãî òðåáóåòñÿ ïîâîðîò íà óãîë 4π:

Rẑ(2π) = −I,
Rẑ(4π) = I.

Ïîëó÷àåìûå â ðåçóëüòàòå ïðèìåíåíèÿ òàêèõ îïåðàòîðîâ ñîñòîÿíèÿ îòëè÷àþòñÿ ëèøü íà
ìíîæèòåëü −1, íå ïðîÿâëÿþùèéñÿ ïðè èçìåðåíèè, è ïîýòîìó ñîîòâåòñòâóþò îäíîé è òîé æå
òî÷êå íà ñôåðå Áëîõà.

Òàêèì îáðàçîì, êàæäîìó âðàùåíèþ íà ñôåðå Áëîõà ñîîòâåòñòâóþò äâà ðàçëè÷íûõ óíè-
òàðíûõ ïðåîáðàçîâàíèÿ, ÷òî ôîðìàëèçóåòñÿ â òåîðèè ãðóïï êàê äâîéíîå ïîêðûòèå ãðóïïû
SO(3) ãðóïïîé SU(2).

Êîíòðîëèðóåìûå îïåðàòîðû, ðåàëèçóþùèå íåêîòîðîå ïðåîáðàçîâàíèå ïðè âûïîëíåíèè
îïðåäåëåííîãî óñëîâèÿ, ÿâëÿþòñÿ îñíîâîé äëÿ êâàíòîâîãî ïàðàëëåëèçìà. Ïóñòü êóáèòû |c1〉,
|c2〉, . . . , |cq〉 íàõîäÿòñÿ â íåêîòîðîì áàçèñíîì ñîñòîÿíèè. Îïåðàòîð Cq(U), óïðàâëÿåìûé êó-
áèòàìè |c1〉, |c2〉, . . . , |cq〉, ìîæíî çàäàòü óðàâíåíèåì âèäà

Cq(U) |c1〉 |c2〉 . . . |cq〉 |ψ〉 = |c1〉 |c2〉 . . . |cq〉U c1·c2···cq |ψ〉 ,

ò.å. óíèòàðíîå ïðåîáðàçîâàíèå U ïðèìåíÿåòñÿ ê öåëåâîìó êóáèòó |ψ〉, åñëè âñå óïðàâëÿþùèå
êóáèòû |c1〉 , |c2〉 , . . . , |cq〉 íàõîäÿòñÿ â áàçèñíîì ñîñòîÿíèè |1〉, â ïðîòèâíîì ñëó÷àå ïðèìåíÿ-
åòñÿ òîæäåñòâåííîå ïðåîáðàçîâàíèå I. Â êâàíòîâûõ ñõåìàõ èç ôóíêöèîíàëüíûõ ýëåìåíòîâ
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òàêèå îïåðàòîðû ïðèíÿòî îáîçíà÷àòü ñëåäóþùèì îáðàçîì:

|c1〉 •
|c2〉 •

...|cq〉 •
|ψ〉 U

Èçâåñòíî, ÷òî ïðîèçâîëüíûé êîíòðîëèðóåìûé îïåðàòîð Cq(U), ãäå U � îäíîêóáèòíîå óíè-
òàðíîå ïðåîáðàçîâàíèå, ìîæíî ðåàëèçîâàòü ïðè ïîìîùè O(q2) îäíîêóáèòíûõ è CNOT îïåðà-
òîðîâ.

Êîíòðîëèðóåìûå îïåðàòîðû ìîæíî îáîáùèòü íà ñëó÷àé, êîãäà äëÿ ñðàáàòûâàíèÿ óïðàâ-
ëÿþùèå êóáèòû äîëæíû íàõîäèòüñÿ â ñîñòîÿíèè |0〉, à íå |1〉. Äëÿ ýòîãî äî è ïîñëå ïðèìåíåíèÿ
êîíòðîëèðóåìîãî îïåðàòîðà ñîîòâåòñòâóþùèé êóáèò èíâåðòèðóåòñÿ ïðè ïîìîùè îïåðàòîðà
îòðèöàíèÿ X. Êðîìå òîãî, ââîäèòñÿ ñïåöèàëüíîå îáîçíà÷åíèå:

|c1〉 ��������
|c2〉 •

...
|cq〉 ��������
|ψ〉 U

=

|c1〉 X • X

|c2〉 •
...

|cq〉 X • X

|ψ〉 U

Ïóñòü d = 2q, à |1〉, |2〉, . . . , |i〉, . . . , |d〉 � ýòî îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ â d-ìåðíîì ãèëü-
áåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç Cq
i (U) (èëè Ci(U)) êîíòðîëèðóåìûé îïåðàòîð ñ q óïðàâëÿþùèìè êóáè-

òàìè, åñëè ïðåîáðàçîâàíèå U ïðèìåíÿåòñÿ ê öåëåâîìó ðåãèñòðó, òîëüêî êîãäà óïðàâëÿþùèé
ðåãèñòð íàõîäèëñÿ â ñîñòîÿíèè |i〉. Íà ñõåìàõ áóäåì îáîçíà÷àòü òàêîé îïåðàòîð ñëåäóþùèì
îáðàçîì:

|c1〉 ��������
|c2〉 •

...
|i〉

|cq〉 ��������
|ψ〉 U

3 Êâàíòîâûå ìîäåëè âû÷èñëåíèé

Íåôîðìàëüíî, êâàíòîâûå àëãîðèòìû ñîñòîÿò â ïðèìåíåíèè ïîñëåäîâàòåëüíîñòè óíèòàðíûõ
îïåðàòîðîâ ê íà÷àëüíîìó ñîñòîÿíèþ êóáèòîâ, ò.å. ïîñëåäîâàòåëüíîñòü óìíîæåíèé óíèòàðíûõ
ìàòðèö íà êîìïëåêñíûé âåêòîð. Ïðè ýòîì, ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ìàòðèö ìîæíî çàìåíèòü îä-
íîé (èõ ïðîèçâåäåíèåì), èç ÷åãî ñëåäóåò, ÷òî êâàíòîâûé àëãîðèòì ïðè îòñóòñòâèè âíåøíåãî
âîçäåéñòâèÿ, ïî ñóòè, çàäàåòñÿ óíèòàðíîé ìàòðèöåé. Â îáùåì ñëó÷àå, ýòî ñïðàâåäëèâî ëèøü
äëÿ ó÷àñòêîâ êâàíòîâîãî àëãîðèòìà ìåæäó âçàèìîäåéñòâèÿìè ñ âíåøíåé ñðåäîé.

3.1 Êâàíòîâàÿ ìàøèíà Òüþðèíãà

Êâàíòîâàÿ ìàøèíà Òþðèíãà (QTM), îñíîâàííàÿ íà èñïîëüçîâàíèè êâàíòîâîé ñóïåðïîçèöèè �
êâàíòîâûé àíàëîã âåðîÿòíîñòíîé ìàøèíû Òüþðèíãà � âïåðâûå áûëà îïðåäåëåíà Äîé÷åì [4].
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Äîé÷ ïðåäïîëîæèë, ÷òî ýòà ìîäåëü ìîæåò áûòü ýôôåêòèâíåå, ÷åì êëàññè÷åñêàÿ, äëÿ íåêîòî-
ðûõ çàäà÷. Îí òàêæå ïîêàçàë ñóùåñòâîâàíèå óíèâåðñàëüíîé êâàíòîâîé ìàøèíû Òüþðèíãà (à
òàêæå ìîäåëè êâàíòîâûõ ñåòåé � êâàíòîâûé àíàëîã êëàññè÷åñêèõ ñõåì). Îäíàêî åãî ìîäåëü
óíèâåðñàëüíîé êâàíòîâîé ìàøèíû Òüþðèíãà èìåëà îäèí íåäîñòàòîê � ìîäåëèðîâàíèå äðóãèõ
êâàíòîâûõ ìàøèí Òüþðèíãà ìîãëî èìåòü ýêñïîíåíöèàëüíóþ ñëîæíîñòü. Ýòà ïðîáëåìà áû-
ëà ðåøåíà Áåðíøòåéíîì è Âàçèðàíè (1993) [3]. Îíè ïîêàçàëè ñóùåñòâîâàíèå óíèâåðñàëüíîé
QTM, ñïîñîáíîé ìîäåëèðîâàòü äðóãèå QTM â ïîëèíîìèàëüíîå âðåìÿ.

Êâàíòîâàÿ ìàøèíà Òüþðèíãà. Êàê è â ñëó÷àå íåäåðìèíèðîâàííûõ ìàøèí Òüþðèíãà â
êâàíòîâûõ ìàøèíàõ ìîæåò áûòü íåñêîëüêî êîìàíä ñ çàäàííîé ëåâîé ÷àñòüþ:

qa
δ1−→ q(1)a(1){L, S,R}
δ2−→ q(2)a(2){L, S,R}
· · ·
δr−→ q(r)a(r){L, S,R},

ïðè÷åì êàæäàÿ èç íèõ ïîìå÷åíà íåêîòîðûì êîìïëåêñíûì ÷èñëîì. Ñåìàíòèêà âûïîëíåíèÿ
òàêèõ êîìàíä çàêëþ÷àåòñÿ â ïàðàëëåëüíîì èõ âûïîëíåíèè ñ àìïëèòóäîé, çàäàííîé ÷èñëîì
δi.

Ñîîòâåòñòâåííî, ìîæíî çàäàòü ôóíêöèþ ïåðåõîäîâ

δ : Q× Σ×Q× Σ× {L, S,R} → C,

ãäå C � ýòî ìíîæåñòâî êîìïëåêñíûõ ÷èñåë, à δ(q, a, q′, a′, d) � àìïëèòóäà, ñ êîòîðîé ìàøèíà,
íàõîäÿñü â ñîñòîÿíèè q è ñ÷èòûâàÿ a íà ëåíòå, ïåðåéäåò â ñîñòîÿíèå q′, çàïèøåò a′ íà ëåíòó
è ñäâèíåòñÿ â íàïðàâëåíèè d íà âõîäíîé ëåíòå.

Îïðåäåëåíèå 3.1. Êâàíòîâàÿ Ìàøèíà Òüþðèíãà (Quantum Turing Machine) � ýòî ïÿòåðêà
M = 〈Σ, Q, δ, q1, q0〉, ñîñòîÿùàÿ èç êîíå÷íîãî ìíîæåñòâà ñîñòîÿíèé Q, íà÷àëüíîãî ñîñòîÿ-
íèÿ q1 ∈ Q, çàêëþ÷èòåëüíîãî ñîñòîÿíèÿ q0 ∈ Q, êîíå÷íîãî âõîäíîãî àëôàâèòà Σ, è ôóíêöèè
ïåðåõîäîâ δ, óäîâëåòâîðÿþùåé óñëîâèþ∑

(q′,a′,d)∈Q×Σ×{L,S,R}

|δ(q, a, q′, a′, d)|2 = 1

äëÿ ëþáûõ (q, a) ∈ Q× Σ.

Àíàëîãè÷íî äåòåðìèíèðîâàííîé ìîäåëè îïðåäåëÿþòñÿ ïîíÿòèå êîíôèãóðàöèè, íà÷àëüíîé
è çàêëþ÷èòåëüíîé êîíôèãóðàöèé. Â îáùåì ñëó÷àå êîíôèãóðàöèÿ ìîæåò ðàññìàòðèâàòüñÿ êàê
êîìáèíàöèÿ

α1c1 + . . .+ αmcm + . . .

áàçèñíûõ êîíôèãóðàöèé. Àññîöèèðóÿ áàçèñíûå êîíôèãóðàöèè ñ ýëåìåíòàìè îðòîíîðìèðîâàí-
íîãî áàçèñà â ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå, çàìå÷àåì, ÷òî êîíôèãóðàöèè êâàíòîâîé ìàøèíû
Òüþðèíãà ÿâëÿþòñÿ åäèíè÷íûìè âåêòîðàìè â ñîîòâåòñòâóþùåì âåêòîðíîì ïðîñòðàíñòâå, à
ôóíêöèÿ ïåðåõîäîâ çàäàåò â íåì ëèíåéíîå îòîáðàæåíèå Uδ.

Ñîãëàñíî ïîñòóëàòàì êâàíòîâîé ìåõàíèêè îòîáðàæåíèå Uδ äîëæíî áûòü óíèòàðíûì. Ãî-
âîðÿò, ÷òî êâàíòîâàÿ ìàøèíà Òüþðèíãà ÿâëÿåòñÿ õîðîøî ñôîðìèðîâàííîé (well-formed), åñëè
ëèíåéíûé îïåðàòîð Uδ ÿâëÿåòñÿ óíèòàðíûì.
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Êîãäà ìàøèíà M , íàõîäÿùàÿñÿ â ñóïåðïîçèöèè ñâîèõ êîíôèãóðàöèé ψ =
∑
αici èçìå-

ðÿåòñÿ, òî ñ âåðîÿòíîñòüþ |αi|2 ðåçóëüòàòîì èçìåðåíèÿ ÿâëÿåòñÿ êîíôèãóðàöèÿ ci. Âõîäíîå
ñëîâî ïðèíèìàåòñÿ, åñëè ðåçóëüòàòîì èçìåðåíèÿ ÿâëÿåòñÿ ïðèíèìàþùàÿ êîíôèãóðàöèÿ, è
îòâåðãàåòñÿ, åñëè ðåçóëüòàòîì èçìåðåíèÿ ÿâëÿåòñÿ îòâåðãàþùàÿ êîíôèãóðàöèÿ. Òàêèì îá-
ðàçîì, ðåçóëüòàò âû÷èñëåíèÿ ÿâëÿåòñÿ âåðîÿòíîñòíûì. Àíàëîãè÷íî âåðîÿòíîñòíîé ìîäåëè
îïðåäåëÿþòñÿ êðèòåðèè ðàñïîçíàâàíèÿ ñ îãðàíè÷åííîé è íåîãðàíè÷åííîé îøèáêîé ÿçûêà L
êâàíòîâîé ìàøèíîé Òüþðèíãà.

Çàìåòèì, ÷òî ïðåäñòàâëåíèå êâàíòîâûõ àëãîðèòìîâ ìàøèíàìè Òüþðèíãà íå ÿâëÿþòñÿ óäî-
áî÷èòàåìûì, ïîýòîìó â îáëàñòè êâàíòîâûõ âû÷èñëåíèé ïðåîáëàäàåò ñõåìíîå ïðåäñòàâëåíèå
àëãîðèòìîâ (â âèäå êâàíòîâûõ ñõåì èç ôóíêöèîíàëüíûõ ýëåìåíòîâ èëè êâàíòîâûõ âåòâÿ-
ùèõñÿ ïðîãðàìì) ââèäó åãî íàãëÿäíîñòè. Áîëåå òîãî, ïîäàâëÿþùåå áîëüøèíñòâî èçâåñòíûõ
êâàíòîâûõ àëãîðèòìîâ îïèñàíû â ñõåìíîì ïðåäñòàâëåíèè.

Êâàíòîâûå êëàññû ñëîæíîñòè

• BQP � êëàññ ÿçûêîâ ðàñïîçíàâàåìûõ ñ îãðàíè÷åííîé îøèáêîé êâàíòîâîé ìàøèíîé
Òüþðèíãà çà ïîëèíîìèàëüíîå âðåìÿ.

• PrQP � êëàññ ÿçûêîâ ðàñïîçíàâàåìûõ ñ íåîãðàíè÷åííîé îøèáêîé êâàíòîâîé ìàøèíîé
Òüþðèíãà çà ïîëèíîìèàëüíîå âðåìÿ.

Ïðåæäå âñåãî, ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî êâàíòîâûå âû÷èñëèòåëè íå ìîãóò ðåøàòü ïðîáëåìû,
íå ðàçðåøèìûå íà êëàññè÷åñêîé ìàøèíå Òüþðèíãà. Ýòî ñëåäóåò èç òîãî, ÷òî âñå âû÷èñëèìîå
â êâàíòîâîé ìîäåëè ìîæåò áûòü ñìîäåëèðîâàíî íà êëàññè÷åñêîé ìàøèíå ïðîñòî âû÷èñëåíè-
åì àìïëèòóä ñóïåðïîçèöèè è çàïèñè èõ íà ðàáî÷óþ ëåíòó. Ðàçëè÷èå ìåæäó êëàññè÷åñêèìè
è êâàíòîâûìè âû÷èñëåíèÿìè ëåæèò òîëüêî â âîïðîñå èõ ñëîæíîñòè. Òðèâèàëüíîå ìîäåëèðî-
âàíèå êâàíòîâûõ âû÷èñëåíèé êëàññè÷åñêèì ýêñïîíåíöèàëüíî ïî âðåìåíè è ïàìÿòè. Bernstein
è Vazirani [3] ïîêàçàëè, ÷òî ìîäåëèðîâàíèå ìîæåò áûòü ïîëèíîìèàëüíî ïî ïàìÿòè, õîòÿ âñå
åùå ýêñïîíåíöèàëüíî ïî âðåìåíè.

Èçâåñòíû ñëåäóþùèå ñîîòíîøåíèÿ:

• BQP ⊆ PSPACE [3]

• Ñîîòíîøåíèå ìåæäó êëàññàìè BQP è NP íåèçâåñòíî.

3.2 Êâàíòîâûå ñõåìû

Îäíîðîäíûå âû÷èñëèòåëüíûå ìîäåëè, òàêèå êàê ìàøèíà Òüþðèíãà, êîíå÷íûå àâòîìàòû, îðè-
åíòèðîâàíû íà ðåøåíèå âû÷èñëèòåëüíîé ïðîáëåìû ñ ïðîèçâîëüíîé äëèíîé âõîäà. Äàëåå áóäóò
ðàññìîòðåíû íåîäíîðîäíûå ìîäåëè âû÷èñëåíèé, îáðàáàòûâàþùèå âõîäíûå ñëîâà ôèêñèðî-
âàííîé äëèíû.

Íàèáîëåå ðàñïðîñòðàíåííîé êâàíòîâîé ìîäåëüþ âû÷èñëåíèé ÿâëÿþòñÿ êâàíòîâûå ñõåìû
(quantum circuits). Â îñíîâå îïðåäåëåíèÿ êâàíòîâûõ ñõåì ëåæèò ïîíÿòèå êâàíòîâîãî âåíòèëÿ
(quantum gate).

Îïðåäåëåíèå 3.2. Êâàíòîâûì âåíòèëåì íà q êóáèòàõ íàçûâàåòñÿ óíèòàðíîå îòîáðàæå-
íèå â ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå H2q = H2 ⊗ . . . ⊗ H2, âîçäåéñòâóþùåå íåòðèâèàëüíûì
îáðàçîì íà ôèêñèðîâàííîå (íå çàâèñÿùåå îò q) ÷èñëî êóáèò.
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Îïðåäåëåíèå 3.3. Êâàíòîâàÿ ñõåìà íà q êóáèòàõ � ýòî óíèòàðíîå îòîáðàæåíèå â ãèëü-
áåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå H2q = H2 ⊗ . . . ⊗H2, êîòîðîå ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíî â âèäå
ñîåäèíåíèÿ êîíå÷íîãî ÷èñëà êâàíòîâûõ âåíòèëåé.

Êâàíòîâûå ñõåìû ïðèíÿòî èçîáðàæàòü ñëåäóþùèì îáðàçîì:

|φ1〉

U1 U2

· · ·

Ul

NM





|φ2〉 · · · NM





...

|φq〉 · · · NM





Ñëîæíîñòüþ êâàíòîâûõ ñõåì íàçûâàþò ÷èñëî êâàíòîâûõ âåíòèëåé â íåé. Èçâåñòíî [12],
÷òî ïîëèíîìèàëüíûå ïî ñëîæíîñòè êâàíòîâûå ñõåìû ðàâíîìîùíû ïîëèíîìèàëüíûì ïî âðå-
ìåíè êâàíòîâûì ìàøèíàì Òüþðèíãà.

3.3 Ïðèìåðû êâàíòîâûõ àëãîðèòìîâ

Êâàíòîâûå àëãîðèòìû íà îñíîâå �ngerprinting. Ïóñòü σ = σ1 . . . σn � âõîäíîé íàáîð,
à g(σ) � çíà÷åíèå õàðàêòåðèñòè÷åñêîé ôóíêöèè, ïðîâåðÿþùåé íàëè÷èå íåêîòîðîãî ñâîéñòâà
ó σ. σ îáëàäàåò ñâîéñòâîì g ⇐⇒ g(σ) = 0 mod m.

Ïîâåðíåì íà÷àëüíîå ñîñòîÿíèå |0〉 íà óãîë

θ =
πg(σ)

m

|0〉 → cos θ |0〉+ sin θ |1〉 → |0〉 ⇐⇒ g(σ) = 0 mod m

 

|ψ〉 

|0〉 

|1〉 

θ 

Ïóñòü k1, . . . , kt ∈ {1, . . . ,m− 1}. Ïîâåðíåì t êóáèò íà óãëû

θi =
πkig(σ)

m

|0〉 → cos θi |0〉+ sin θi |1〉 → |0〉 , åñëè g(σ) = 0 mod m

Ïðè t = O(logm) ñóùåñòâóåò ìíîæåñòâî K = {k1, . . . , kt}, äëÿ êîòîðîãî Prerror < 1/m.
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|0〉 

|1〉 

|0〉 

|1〉 

|0〉 

|1〉 

|0〉 

|1〉 

Èñïîëüçóÿ êâàíòîâûé ïàðàëëåëèçì è èíòåðôåðåíöèþ, ìîæíî äîáèòüñÿ çíà÷èòåëüíîãî ñî-
êðàùåíèÿ ÷èñëà êóáèò.

|0〉 ⊗ |0〉 ⊗ · · · ⊗ |0〉︸ ︷︷ ︸
log t

⊗ |0〉

↓

1√
t

t∑
i=1

|i〉
(

cos θi |0〉+ sin θi |1〉
)

θi =
2πkig(σ)

m

 

|0〉 

|1〉 

Îïèñàííàÿ ñõåìà ïðîâåðêè ñâîéñòâà g ó âõîäíîãî íàáîðà σ ðåàëèçóåòñÿ ñëåäóþùèì àëãî-
ðèòìîì:
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|0〉⊗ log t |0〉
↓

1√
t

t∑
j=1

|j〉 |0〉

↓
1√
t

t∑
j=1

|j〉
(

cos
2πkjg(σ)

m
|0〉+ sin

2πkjg(σ)

m
|1〉
)

↓(
1
t

t∑
l=1

cos 2πklg(σ)
m

)
|0〉⊗ log t |0〉+ . . .

↓
g = 0 ⇐⇒ ðåçóëüòàò èçìåðåíèé � |0〉⊗ log t |0〉

Âîçìîæíî òàêæå îáîáùåíèå äàííîãî ïîäõîäà äëÿ ïðîâåðêè îäíîâðåìåííîãî âûïîëíåíèÿ
ðÿäà ñâîéñòâ, çàêîäèðîâàííûõ ôóíêöèÿìè g1, g2, . . . , gl. Äëÿ ýòîãî ïî âõîäíîìó íàáîðó σ
ñîçäàåòñÿ êâàíòîâàÿ ñóïåðïîçèöèÿ âèäà∣∣hiσ(j)

〉
= cos

πkigj(σ)

m
|0〉+ sin

πkigj(σ)

m
|1〉 |hσ〉 =

1√
t

t∑
i=1

|i〉
∣∣hiσ(1)

〉 ∣∣hiσ(2)
〉
. . .
∣∣hiσ(l)

〉
.

Íåôîðìàëüíî, ýòî ìîæíî ïðîèëëþñòðèðîâàòü ñëåäóþùèì îáðàçîì:

Äðóãèìè ñëîâàìè, çäåñü ðåàëèçóåòñÿ êîìáèíàöèÿ êëàññè÷åñêîãî è êâàíòîâîãî ïàðàëëå-
ëèçìà: l êóáèò èñïîëüçóþòñÿ ïàðàëëåëüíî (â êëàññè÷åñêîì ñìûñëå), è êàæäûé èç íèõ ïàðàë-
ëåëüíî (â êâàíòîâîì ñìûñëå) âðàùàåòñÿ íà t ðàçëè÷íûõ óãëîâ.

4 Êâàíòîâûå âû÷èñëåíèÿ äëÿ ïðîãðàììèñòîâ

Ðàçðàáîòêà êâàíòîâûõ êîìïüþòåðîâ ñòàâèò ìíîæåñòâî çàäà÷ êàê äëÿ ìàòåìàòèêîâ, òàê è äëÿ
èíæåíåðîâ. Ïðè÷åì îáå êàòåãîðèè èññëåäîâàòåëåé äâèæóòñÿ íàâñòðå÷ó äðóã äðóãó: îäíè ðàç-
ðàáàòûâàþò áûñòðûå è ýôôåêòèâíûå ïî ïàìÿòè êâàíòîâûå àëãîðèòìû, à âòîðûå ïðîäâèãà-
þòñÿ â ñîçäàíèè ïîëíîìàñøòàáíûõ êâàíòîâûõ âû÷èñëèòåëåé, ñïîñîáíûõ óñòîé÷èâî ðàáîòàòü
äîñòàòî÷íî ïðîäîëæèòåëüíîå âðåìÿ.
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Îäíàêî íà äàííûé ìîìåíò âû÷èñëèòåëè ñèëüíî îãðàíè÷åíû êàê ïî âðåìåíè æèçíè ñèñòå-
ìû, òàê è ïî ÷èñëó îäíîâðåìåííî äîñòóïíûõ êóáèò. Ïîýòîìó ðåàëèñòè÷íûì ïðåäñòàâëÿåòñÿ
âàðèàíò ãèáðèäíîãî êâàíòîâîãî êîìïüþòåðà, ñîñòîÿùåãî èç íåáîëüøîãî (ïî ïàìÿòè) êâàíòî-
âîãî óñòðîéñòâà, ðàáîòàþùåãî ïîä óïðàâëåíèåì êëàññè÷åñêîãî êîìïüþòåðà, êîòîðûé çàäàåò
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïðèìåíåíèÿ óíèòàðíûõ îïåðàöèé, ïîëó÷àåò ðåçóëüòàòû èçìåðåíèÿ, à òàê-
æå ìîæåò ïðîèçâîäèòü âñïîìîãàòåëüíûå ðàñ÷åòû.

4.1 Çàäà÷è äëÿ ïðîãðàììèñòîâ

Õîòÿ ñîçäàíèå êâàíòîâûõ êîìïüþòåðîâ âñå åùå íàõîäèòñÿ â ýêñïåðèìåíòàëüíîé ñòàäèè, óæå
ñåé÷àñ ìîæíî ñôîðìóëèðîâàòü çàäà÷è â êëàññè÷åñêîì ïðîãðàììèðîâàíèè, ðåøåíèå êîòîðûõ
áóäåò ñïîñîáñòâîâàòü ðàçâèòèþ îáëàñòè êâàíòîâûõ âû÷èñëåíèé.

• Ýìóëÿöèÿ êâàíòîâûõ âû÷èñëåíèé, â òîì ÷èñëå ýôôåêòèâíîå ìîäåëèðîâàíèå êâàíòîâîé
çàïóòàííîñòè. Ïîñëåäíåå ïîçâîëèò ðåøàòü çàäà÷è è ïðîâåðÿòü ãèïîòåçû â òåîðèè êâàí-
òîâîé èíôîðìàöèè.

Îäíèì èç âàðèàíòîâ ýìóëÿöèè êâàíòîâîãî ñîïðîöåññîðà ìîãëà áûòü ñòàòü ðàçðàáîòêà
âèðòóàëüíîãî äðàéâåðà äëÿ ïîïóëÿðíûõ îïåðàöèîííûõ ñèñòåì, êîòîðûé ïîçâîëèò òåñòè-
ðîâàòü ðàçíîîáðàçíûå êâàíòîâûå àëãîðèòìû, à òàêæå äðóãèå ïðîãðàììíûå ðàçðàáîòêè,
ñâÿçàííûå ñ ôóíêöèîíèðîâàíèåì êâàíòîâûõ âû÷èñëèòåëåé.

• Ðàçðàáîòêà ñèñòåìû ïðîãðàììèðîâàíèÿ êâàíòîâîãî ñîïðîöåññîðà.

Äàííàÿ çàäà÷à òåñíî ñâÿçàíà ñ ïðåäûäóùåé è ìîæåò îñíîâûâàòüñÿ íà ïðåäïîëîæåíèè,
÷òî êâàíòîâûé ñîïðîöåññîð ïðåäîñòàâëÿåò íåêîòîðûé èíòåðôåéñ (÷åðåç äðàéâåð, óñòà-
íîâëåííûé â îïåðàöèîííîé ñèñòåìå), äëÿ âçàèìîäåéñòâèÿ ñ êîòîðûì ñîçäàåòñÿ áèáëèî-
òåêà êëàññîâ, ñêàæåì íà C#.

Òàêîé íàáîð êëàññîâ îñíîâûâàåòñÿ íà âîçìîæíîñòè ñîçäàíèÿ (èíèöèàëèçàöèè) ðåãèñòðà
êâàíòîâûõ áèòîâ â íóëåâîì ñîñòîÿíèè, ïðèìåíåíèÿ áàçèñíûõ îïåðàöèé ê ïðîèçâîëü-
íûì êóáèòàì ðåãèñòðà, à òàêæå èçìåðåíèå êâàíòîâîãî ðåãèñòðà (ïîëó÷åíèå ðåçóëüòàòà
âû÷èñëåíèé).

Äëÿ óäîáñòâà â áèáëèîòåêå äîëæíû áûòü òàêæå ðåàëèçîâàíû �îáùåóïîòðåáèòåëüíûå�
êâàíòîâûå îïåðàòîðû, ïîñêîëüêó èõ âñåãäà ìîæíî âûðàçèòü ÷åðåç áàçèñ. Íà îñíîâå
äàííîé áèáëèîòåêè ìîæíî áóäåò ðåàëèçîâûâàòü èçâåñòíûå ýôôåêòèâíûå êâàíòîâûå àë-
ãîðèòìû â âèäå îáû÷íîé ôóíêöèè íà ÿçûêå âðîäå C#.

• Ðàçðàáîòêà âèçóàëüíîé ñðåäû äëÿ êîíñòðóèðîâàíèÿ è àíàëèçà êâàíòîâûõ àëãîðèòìîâ.

Äàííàÿ çàäà÷à ïîäðàçóìåâàåò ñîçäàíèå èíñòðóìåíòàëüíûõ ñðåäñòâ, ïîçâîëÿþùèõ íà-
ãëÿäíî ïðåäñòàâëÿòü êâàíòîâûå àëãîðèòìû â ìîäåëè êâàíòîâûõ ñõåì èç ôóíêöèîíàëü-
íûõ ýëåìåíòîâ. Ðàçðàáàòûâàåìàÿ ñðåäà äîëæíà ïðåäîñòàâëÿòü ñðåäñòâà äëÿ ðàçëîæå-
íèÿ îòäåëüíûõ êâàíòîâûõ ïðåîáðàçîâàíèé ïî âû÷èñëèòåëüíîìó áàçèñó, à òàêæå îáúåäè-
íåíèÿ îòäåëüíûõ ÷àñòåé àëãîðèòìà â ñîñòàâíûå îïåðàòîðû. Êðîìå òîãî, ïðåäïîëàãàåòñÿ
ðåàëèçàöèè îïòèìèçàöèîííûõ ïðîöåäóð äëÿ ñîêðàùåíèÿ ÷èñëà ýëåìåíòàðíûõ îïåðàòî-
ðîâ, à òàêæå äëÿ ñîêðàùåíèÿ ÷èñëà øàãîâ çà ñ÷åò ïàðàëëåëüíîãî âûïîëíåíèÿ íåêîòîðûõ
îïåðàòîðîâ.
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Îñíîâíûå îáîçíà÷åíèÿ

dae � íàèìåíüøåå öåëîå ÷èñëî, íå ìåíüøåå a.

bac � íàèáîëüøåå öåëîå ÷èñëî, íå ïðåâîñõîäÿùåå a.

log a = log2 a.

|K| � ìîùíîñòü êîíå÷íîãî ìíîæåñòâà K.

Bn � ìíîæåñòâî áóëåâûõ ôóíêöèé îò n ïåðåìåííûõ.

Íîðìû âåêòîðà a = (a1, . . . , ad):
||a||1 =

∑d
i=1 ai,

||a||2 =
√∑d

i=1 |ai|2.

Hd � d-ìåðíîå êîìïëåêñíî-çíà÷íîå âåêòîðíîå (Ãèëüáåðòîâî) ïðîñòðàíñòâî ñ íîðìîé ||.|| =
||.||2.

U∗ � ìàòðèöà, êîìïëåêñíî-ñîïðÿæåííàÿ ê U .

UT � òðàíñïîíèðîâàííàÿ ìàòðèöà U .

U † = (UT )∗ � ýðìèòîâî ñîïðÿæåíèå ê U .

|a〉 � âåêòîð-ñòîëáåö (êåò-âåêòîð) a.

〈b| = (|b〉T )∗ � âåêòîð-ñòðîêà (áðà-âåêòîð) b∗.

〈a |b〉 � ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå |a〉 è |b〉.

|a〉 ⊗ |b〉 � òåíçîðíîå (ïðàâîå êðîíåêåðîâî) ïðîèçâåäåíèå âåêòîðîâ a, b.
Äëÿ |a〉 = (a1, . . . , ad)

T è |b〉 = (b1, . . . , bl)
T

|a〉 ⊗ |b〉 = (a1b1, a1b2, . . . , a1bl, a2b1, . . . , adbl)
T .

|a〉 |b〉 = |ab〉 = |a〉 ⊗ |b〉

|a〉 〈b| = |a〉 ⊗ 〈b|

A⊗B � òåíçîðíîå (ïðàâîå êðîíåêåðîâî) ïðîèçâåäåíèå ìàòðèö A,B

Äëÿ A =

 a11 · · · a1n
...

. . .
...

am1 · · · amn

 è B =

 b11 · · · b1k
...

. . .
...

bl1 · · · blk


A⊗B =

 a11B · · · a1nB
...

. . .
...

am1B · · · amnB


A⊗d = A⊗ A⊗ · · · ⊗ A︸ ︷︷ ︸

d

.

(A⊗B)(|φ〉 ⊗ |ψ〉) = A |φ〉 ⊗B |ψ〉.
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(
|φ1〉 ⊗ |ψ1〉 , |φ2〉 ⊗ |ψ2〉

)
= 〈φ1 |φ2〉〈ψ1 |ψ2〉.

I =

(
1 0
0 1

)
� òîæäåñòâåííîå ïðåîáðàçîâàíèå â H2.

H = 1√
2

(
1 1
1 −1

)
� ïðåîáðàçîâàíèå Àäàìàðà (Óîëøà-Àäàìàðà).

Rŷ(θ) =

(
cos θ

2
− sin θ

2

sin θ
2

cos θ
2

)
� âðàùåíèå íà óãîë θ âîêðóã îñè ŷ ñôåðû Áëîõà.

C(Rŷ(θ)) =


1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 cos θ

2
− sin θ

2

0 0 sin θ
2

cos θ
2

 � êîíòðîëèðóåìîå âðàùåíèå.

f(n) = O(g(n)) � ñóùåñòâóþò ïîëîæèòåëüíûå êîíñòàíòû c è n0, òàêèå, ÷òî 0 ≤ f(n) ≤ cg(n)
äëÿ âñåõ n ≥ n0.

f(n) = Ω(g(n)) � ñóùåñòâóþò ïîëîæèòåëüíûå êîíñòàíòû c è n0, òàêèå, ÷òî 0 ≤ cg(n) ≤ f(n))
äëÿ âñåõ n ≥ n0.

f(n) = Θ(g(n)), åñëè f(n) = O(g(n)) è f(n) = Ω(g(n)).
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